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摘要：为研究具有周期边界条件的两个Sturm-Liouville (SL)问题的交叉谱个数，构造一个二维向量SL问题使两个一维SL问题

的谱集与该二维向量SL问题的谱集相同，计算出二维SL问题的二重特征值的一个上界MQ，得出二维SL问题的大于MQ的特

征值都是单特征值，且只有有限个非单特征值；利用一维SL问题与二维向量SL问题谱集之间的关系，得出具有周期边界条件

的两个一维SL问题交叉谱(相同特征值)的个数是有限的，得到具有周期边界条件的一维SL问题的二重特征值个数也是有限

的，同时计算出最大二重特征值的上界估计。
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with Periodic Boundary Conditions
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Abstract：In order to study the intersection of the spectra for two Sturm-Liouville (SL) problems with periodic

boundary conditions (BCs), a two-dimensional vectorial SL problem is constructed. In this question the spectral

sets of two one-dimensional SL problems are equal to the spectral sets of the two-dimensional vectorial SL problem.

Then an upper bound MQ of the double eigenvalues of the two-dimensional SL problem is calculated. It is concluded

that the eigenvalues greater than MQ of two-dimensional SL problem are single eigenvalues, and there are only

a limited number of non single eigenvalues. Using the relationship between the spectral set of one-dimensional

SL problem and two-dimensional vectorial SL problem, it is obtained that the number of cross spectra (same

eigenvalues) of two one-dimensional SL problems with periodic BCs is limited, and the number of double eigen‐

values of one-dimensional SL problem with periodic BCs is also limited. At the same time, the upper bound esti‐

mation of the maximum double eigenvalues is calculated.
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Sturm-Liouville问题是研究波动方程、热传导方程、拉普拉斯方程定解问题的基础，在工程结构的振动和

稳定性分析中用以确定杆的自振频率和临界载荷(频率是特征值)；在量子力学中用以求氢原子在有心力场
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作用下电离所需的最小能量，在大气物理学中用以确定在地球自旋作用下纬向气流的波动频率、弹性碰撞问

题。此外，治疗冠心病的心脏支架技术以及金融数学中期权定价等问题也涉及到某个自伴SL算子的特征值

问题。SL问题一直是科研工作者研究的热点[1-7]。

本文研究由如下二阶微分方程(1)和周期边界条件(2)构成的两个SL 问题：

y′′( x ) + (λ - qi ( x ) ) y ( x ) = 0, i = 1, 2, x ∈ [ 0,1 ] (1)

y (1) = y (0 ), y′(1) = y′(0 ) (2)

其中 qi ( x )是[0,1]上的连续函数。对于给定的势函数 qi ( x )，上述两个SL问题的谱都是特征值，并且是实特征

值有下界，有可能出现二重特征值，其特征值形如
[ 8 ]
：λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯。如果上述两个SL问题的

谱集合是相同的，则这两个SL问题称为谱同构[9-10]；如果上述两个SL问题不是谱同构的，那会有多少个相同

谱(特征值)?文献[11]中给出了具有Dirichlet边界条件(3)的两个SL方程相同谱问题：

y (0 ) = y (1) = 0 (3)

文献[12]把这一问题推广到具有一般分离型边界条件(4)的两个SL方程上。

{y (0 )cosα - y′(0 )sinα = 0,0 ≤ α < π
y (1)cosβ - y′(1)sinβ = 0,0 < β ≤ π (4)

文献[11-12]都是借助某个具有分离型边界条件的二维向量SL问题谱的特点以及二重特征值个数，来研

究两个一维SL方程的相同谱问题，但是对带混合型边界条件的两个一维SL方程的相同谱问题没有给出结

论。带有分离型边界条件的一维SL问题的特征值都是单的，带有周期混合边界条件的一维SL问题会出现

二重特征值，二重特征值有多少个?最大二重特征值的上界是多少?两个一维 SL问题相同的特征值有多少

个？这些问题还没有相关结论，文中针对这些问题进行研究，并给出相关结论。

1 二维向量Sturm-Liouville问题的特征值
考虑如下具有周期混合边界条件的二维向量SL问题：

Z′′( x ) + (λI - Q ( x ) )Z( x ) = 0, x ∈ [ 0, 1 ] (5)

Z(1) = Z(0) (6)

Z′(1) = Z′(0) (7)

其中：I 为二阶单位矩阵；Z( x )为二维向量函数；Q ( x ) = ( )p1 ( x ) -r ( x )
-r ( x ) p2 ( x ) ，为 [ 0,1 ]上的对称矩阵函数；

p1 ( x ),p2 ( x )为 [ 0,1 ]上的连续函数；r ( x )为在 [ 0,1 ]上具有连续的导函数。

为研究具有周期混合边界条件的二维向量 SL 问题特征值的重数，设ϕ1 ( x ) = (ϕ11 ( x ),ϕ21 ( x ) ) T，ϕ2 ( x ) =
(ϕ12 ( x ),ϕ22 ( x ) )T，ψ1 ( x ) = (ψ11 ( x ),ψ21 ( x ) ) T，ψ2 ( x ) = (ψ12 ( x ),ψ22 ( x ) )T是二维向量微分方程(5)的 4个解，且分别

满足初始条件：ϕ1 (0) =(1,0)T,ϕ1′(0 ) =(0,0)T，ϕ2 (0) =(0, 1)T,ϕ2′(0 ) =(0,0)T，ψ1 (0) = (0, 0)T, ψ1 ′(0 ) = (1, 0)T，ψ2 (0) =
(0,0)T,ψ2′(0 ) = (0,1)T，则ϕ1 ( x ) ,ϕ2 ( x ) ,ψ1 ( x ) ,ψ2 ( x )是线性无关的，且二维向量微分方程(5)的任意解Z( x )都可

表示为

Z( x ) = a1ϕ1 ( x ) + a2ϕ2 ( x ) + b1ψ1 ( x ) + b2ψ2 ( x ) = Φ ( x,λ)a + Ψ ( x,λ)b (8)

其中

Φ ( x,λ) = (ϕ1 ( x ),ϕ2 ( x ) ),Ψ ( x,λ) = (ψ1 ( x ),ψ2 ( x ) ) (9)

且Φ (0,λ) = I，Φ′(0,λ) = 0，Ψ (0,λ) = 0，Ψ′(0,λ) = I，a = (a1, a2)T ,b = (b1, b2)T。
引理引理1 设Φ ( x,λ),Ψ ( x,λ)的定义如式(9)，令

ω (λ) = det ( )Φ (1,λ) - I Ψ (1,λ)
Φ′(1,λ) Ψ′(1,λ) - I (10)

则λ是二维向量Sturm-Liouville问题(5)~(7)特征值的充分必要条件是ω (λ) = 0。
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证明证明 该引理的证明可参见文献[13]。

引理引理 2 设Φ ( x,λ),Ψ ( x,λ)的定义如式(9)，λ是二维向量SL问题(5)~(7)的特征值，则特征值λ的重数与

线性代数系统式(11)的线性无关的向量个数是相等的。

( )Φ (1,λ) - I Ψ (1,λ)
Φ′(1,λ) Ψ′(1,λ) - I X = 0 (11)

证明证明 假设线性代数系统式 (11)有两个线性无关的解向量 a = (a1, a2, a3, a4)T，b = (b1, b2, b3, b4)T，令
Z1 ( x ) = a1ϕ1 ( x ) + a2ϕ2 ( x ) + a3ψ1 ( x ) + a4ψ2 ( x )，Z2 ( x ) = b1ϕ1 ( x ) + b2ϕ2 ( x ) + b3ψ1 ( x ) + b4ψ2 ( x )。则Z1 ( x )，Z2 ( x )
线性无关，且Z1 ( x )，Z2 ( x )满足方程(5)和边界条件(6)，(7)。即λ是二维向量SL问题(5)~(7)的二重特征值，且

Z1 ( x )，Z2 ( x )是对应于λ的两个线性无关的特征向量。

反之，设λ是二维向量 SL问题(5)~(7)的二重特征值，且Z1 ( x )，Z2 ( x )是对应于λ的两个线性无关的特征

向量，则存在两个线性无关的向量 a = (a1, a2, a3, a4)T，b = (b1, b2, b3, b4)T，使得 Z1 ( x ) = a1ϕ1 ( x ) + a2ϕ2 ( x ) +
a3ψ1 ( x ) + a4ψ2 ( x )，Z2 ( x ) = b1ϕ1 ( x ) + b2ϕ2 ( x ) + b3ψ1 ( x ) + b4ψ2 ( x )。 令 c1 = (a1, a2)T，c2 = (a3, a4)T，d1 =
(b1, b2)T，d2 = (b3, b4)T，则 Z1 ( x ) = Φ ( x,λ)c1 + Ψ ( x,λ)c2，Z2 ( x ) = Φ ( x,λ)d1 + Ψ ( x,λ)d2。由于 Z1 ( x )，Z2 ( x )满
足边界条件(6)，(7)，可得a，b是线性代数系统式(11)的两个线性无关的解向量。

注注 1 ψ1 ( x ),ψ2 ( x )线性无关，得RankΨ (1,λ) = 2，因此Rank ( )Φ (1,λ) - I Ψ (1,λ)
Φ′(1,λ) Ψ′(1,λ) - I ≥ 2，由引理 2 得

二维向量SL问题(5)~(7)的特征值会出现一重(单特征值)、二重特征值。

引理引理3[14] 设 f ( x ) ∈ L [ a,b ]，则
lim
|| α → ∞
∫
a

b

f ( x )eiαx  dx = 0
且

lim
|| α → ∞
∫
a

b

f ( x )cosαxdx = 0, lim
|| α → ∞
∫
a

b

f ( x )sinαxdx = 0
引理引理 4 设 λ 是二维向量 SL 问题 (5)~(7)的二重特征值，Z1 ( x,λ) = ( z11 ( x,λ), z21 ( x,λ) ) T，Z2 ( x,λ) =

( z12 ( x,λ), z22 ( x,λ) ) T是对应于λ的两个线性无关的特征向量，则

∫
0

1
r ( x ) ( z11 ( x,λ) z 22 ( x,λ) - z12 ( x,λ) z21 ( x,λ) )dx = 0 (12)

证明证明 寻找一个常数M，证明二维向量 SL问题(5)~(7)的大于该常数M的特征值都是单特征值，于是可

得非单特征值的个数是有限个。

首先，借助如下矩阵微分方程[15]

Y′′( x ) + (λI - Q ( x ) )Y ( x ) = 0,         x ∈ [ 0, 1 ] (13)

满足如下初始条件

Y (0 ) = C,      Y′(0 ) = D (14)

其中：Y ( x )是二阶矩阵函数；C = ( )c11 c12
c21 c22

，D = ( )d11 d12
d21 d22

，是二阶实矩阵(cij, dij ∈ R)。定义矩阵C的最大模范

数：∣∣C∣∣ = sup{ }∣cij ∣:1 ≤ i, j ≤ 2 ，则 ∣∣CD∣∣ ≤ 2∣∣C∣∣∣∣D∣∣。
设Y ( x,λ) = ( )y11 ( x,λ) y12 ( x,λ)

y21 ( x,λ) y22 ( x,λ) 是初始问题(13)，(14)的解矩阵，则满足如下积分方程[1]

Y ( x,λ) = cos λ xC + D

λ
sin λ x + ∫

0

x sin λ ( x - t )
λ

Q ( t )Y ( t,λ)dt (15)

记
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Y ( x,λ) = cos λ xC + D

λ
sin λ xΙ + G ( x,λ) (16)

其中

G ( x,λ) = [ gij ] 2i,j = 1 = ∫
0

x sin λ ( x - t )
λ

Q ( t )Y ( t,λ)dt (17)

给出本文的主要结果：

定理定理 1 假设 ∫
0

1
r ( x )dx ≠ 0，令 Q* = ∫

0

1
∣∣Q ( t )∣∣ dt，MQ = max

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

2Q*, R*

∣∣detC∣ - ∣detD∣4Q2*
∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣

，R* = (∣∣C∣∣2 +

∣∣D∣∣2
4Q2*

) (∣r (1)∣ + ∫
0

1
∣r′( x )∣dx ) + ∣∣C∣∣∣∣D∣∣

Q*
(∣r (0 )∣ + ∣r (1)∣ + ∫

0

1
∣r′( x )∣dx ) + 16e 2Q* (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣2Q*

)2 ∫
0

1
∣∣ || r ( x ) dx，若 λn是二维

向量SL问题(5)~(7)的特征值，且满足 λn > MQ，则λn是一重特征值(单特征值)。

证明证明 反证法，假设 λn是二维向量 SL 问题(5)~(7)的二重特征值，且满足 λn > MQ，即， λn > 2Q*且

λn > R*

∣∣detC∣ - ∣detD∣4Q2*
∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣

。

设 y1 ( x,λ) = ( y11 ( x,λ), y21 ( x,λ) ) T，y2 ( x,λ) = ( y12 ( x,λ), y22 ( x,λ) ) T是对应于 λn的两个线性无关的特征函

数，则Y ( x,λn) = ( )y11 ( x,λn) y12 ( x,λn)
y21 ( x,λn) y22 ( x,λn) ，是矩阵方程(13)的解矩阵，并存在矩阵C,D使得Y ( x,λn)满足初始条

件(14)。由引理4可得

∫
0

1
r ( x )detY ( x,λn )dx = 0 (18)

再由式(15)~(16)得

Y ( x,λn ) =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷
cos λn xc11 + sin λn x

λn
d11 + g11 cos λn xc12 + sin λn x

λn
d12 + g12

cos λn xc21 + sin λn x

λn
d21 + g21 cos λn xc22 + sin λn x

λn
d22 + g22

(19)

因此

detY ( x,λn) = detC 1 + cos2 λn x

2 + (c11d22 + d11c22 - c21d12 - c12d21) sin2 λn x

2 λn
+

detD 1 - cos2 λn x

2λn + f ( x,λn)
(20)

其中 f ( x,λn) = (c11g22 + g11c22 - c21g12 - c12g21)cos λn x + (d11g22 + g11d22 - d21g12 - d12g21) sin λn x

λn
+

g11g22 - g12g21
将式(20)代入式(18)得
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-[ (detC + detD
λn

) ∫
0

1
r ( x )dx ] = (detC - detD

λn
) ∫
0

1
r ( x )cos2 λn xdx +

(c11d22 + d11c22 - c21d12 - c12d21)
λn

∫
0

1
r ( x )sin2 λn xdx + 2 ∫

0

1
r ( x ) f ( x,λn )dx

(21)

所以

∣(detC + detD
λn

∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx| ≤ |detC - detD

λn
∣∣ ∫
0

1
r ( x )cos2 λn xdx∣ +

∣ (c11d22 + d11c22 - c21d12 - c12d21)
λn

∣∣ ∫
0

1
r ( x )sin2 λn xdx| + 2 ∣∣ ∫

0

1
r ( x ) f ( x,λn)dx ∣

(22)

由分部积分得：

∣ ∫
0

1
r ( x )cos2 λn xdx ∣ ≤ ∣r (1)∣

2 λn
+ 1
2 λn

∫
0

1
∣r′( x )∣dx (23)

∣ ∫
0

1
r ( x )sin2 λn xdx ∣ ≤ ∣r (0 )∣ + ∣r (1)∣2 λn

+ 1
2 λn

∫
0

1
∣r′( x )∣dx (24)

由式(15)可得

∣∣Y ( x,λn)∣∣ ≤ ∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣
λn
+ 2 ∫

0

x 1
λn
∣∣Q ( t )∣∣∣∣Y ( t,λn)∣∣dt

再由Gronwall’s不等式[16]，所以

∣∣Y ( x,λn)∣∣ ≤ (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣
λn
)exp{ }∫

0

x 2
λn
∣∣Q ( t )∣∣dt (25)

再利用式(16)，(17)及 λn > 2Q*可得当1 ≤ i, j ≤ 2时，

∣gij ( x,λn)∣ ≤ (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣
λn
) [ exp{ }∫

0

1 2
λn
∣∣Q ( t )∣∣dt - 1] (26)

由不等式 ex - 1 ≤ xe, x ∈ [ 0, 1 ]，所以

∣gij ( x,λn)∣ ≤ (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣
λn
) 2e

λn
∫
0

1
∣∣Q ( t )∣∣dt = (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣

λn
) 2eQ*

λn
(27)

因此

∣f ( x,λn)∣ ≤ 4∣∣C∣∣∣∣C∣∣ + 4 ∣∣D∣∣∣∣G∣∣
λn

+ 2∣∣G∣∣2 ≤ (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣
λn
)2 8eQ*

λn
+

(∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣
λn
)2 8e2Q* 2

λn
≤ (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣

λn
)2 8e2Q*

λn

(28)

结合式(22)~(24)、式(28)及 λn > 2Q*可得
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∣detC + detD
λn

∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣ ≤ (∣∣C∣∣2 + ∣∣D∣∣2

λn
)
∣r (1)∣ + ∫

0

1
∣r′( x )∣dx

λn
+

2∣∣C∣∣∣∣D∣∣
λn

∣r (0 )∣ + ∣r (1)∣ + ∫
0

1
∣r′( x )∣dx

λn
+ (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣

λn
) 2 16e2Q*

λn
∫
0

1
∣r ( x )∣dx ≤

1
λn
[ (∣∣C∣∣2 + ∣∣D∣∣24Q2*

) (∣r (1)∣ + ∫
0

1
∣r′( x )∣dx ) + ∣∣C∣∣∣∣D∣∣

Q*
(∣r (0 )∣ + ∣r (1)∣ + ∫

0

1
∣r′( x )∣dx ) +

16e2Q* (∣∣C∣∣ + ∣∣D∣∣2Q*
) 2 ∫

0

1
∣r ( x )∣dx ] = 1

λn
R*

(29)

其 中 R* = (∣∣C∣∣2 + ∣∣D∣∣
2

4Q2*
) (∣r (1)∣ + ∫

0

1
∣r′( x )∣dx ) + ∣∣C∣∣∣∣D∣∣

Q*
(∣∣ || r (0 ) + ∣r (1)∣ + ∫

0

1
∣r′( x )∣dx ) + 16e2Q* (  C +

 D
2Q*

)2 ∫
0

1
∣∣ || r ( x ) dx。由绝对值不等式、式(29)及 λn > 2Q*推得

∣∣detC∣ - ∣detD∣4Q2*
∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣ ≤ ∣∣detC∣ - ∣detD∣

λn
∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣ ≤

∣detC + detD
λn

∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣ ≤ 1

λn
R* < ∣∣detC∣ - ∣detD∣4Q2*

∣∣ ∫
0

1
r ( x )dx ∣

(30)

矛盾。

定理定理2 若∫
0

1
r ( x )dx ≠ 0，则二维向量SL问题(5)~(7)只有有限个非单的特征值。

证明证明 二维向量SL问题(5)~(7)有可数个实特征值，且这些特征值有下界，可排列成如下形式[15]

λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯
由定理 1得，若存在某个整数 n使 λn > MQ，则λn是单特征值，其中MQ如定理 1。于是可得二维向量SL

问题(5)~(7)的最大的非单特征值λ ≤ M 2
Q，且非单特征值的最大个数是n - 1。

2 两个一维Sturm-Liouville方程的交叉谱问题
为研究具有周期边界条件的两个一维 SL方程(1)，(2)的交叉谱问题。对于势函数 qi ( x )，记σ (qi)表示一

维SL方程(1)，(2)的谱集；σ (Q )表示二维向量SL问题(5)~(7)的谱集。令

Qθ ( x ) = ( )q1cos2θ + q2sin2θ (q1 - q2)sinθcosθ
(q1 - q2)sinθcosθ q2cos2θ + q1sin2θ (31)

其中 θ是一个常数。

定理定理3 设 q1 ( x )，q2 ( x )是定义在 [ 0,1 ]上的两个实值连续函数，若

∫
0

1
q1 ( x )dx ≠ ∫

0

1
q2 ( x )dx (32)

则谱集σ (q1)和σ (q2)中相同谱的个数是有限的。

证 明证 明 在 方 程 (5) 中 令 Q ( x ) = Qθ ( x )，即 r ( x ) = (q2 - q1)sinθcosθ，p1 ( x ) = q1cos2θ + q2sin2θ，p2 ( x ) =
q2cos2θ + q1sin2θ，其中 θ是一个常数且 sinθcosθ ≠ 0。

证明如下结论

σ (Q θ ) = σ (q1) ⋃ σ (q2) (33)

一方面，假设 λ0 ∈ σ (q1) ⋃ σ (q2)，则 λ0 ∈ σ (q1)或者 λ0 ∈ σ (q2)。不妨设 λ0 ∈ σ (q1)，y1是对应的特征函
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数，则 y1满足如下方程

y′′ + (λ0 - q1 ) y = 0, y (1) = y (0 ), y′(1) = y′(0 ) (34)

于是可得
y ′′1 + (λ0 - p1 ) y1 + r ( x ) y1 tanθ = y ′′1 + (λ0 - q1cos2θ - q2sin2θ ) y1 + (q2 - q1)sinθcosθy1 tanθ =

y ′′1 + λ0 y1 - q1 y1 = 0 (35)

y ′′1 tanθ + r ( x ) y1 + λ0 y1 tanθ - p2 y1 tanθ = [ y ′′1 + λ0 y1 - q1 y1 ] tanθ = 0 (36)

令 Z( x ) = ( y1 ( x ), y1 ( x ) tanθ ) T，由式(35)~(36)可得，当 λ = λ0，Q ( x ) = Qθ ( x )时，Z( x )满足式(5)~(7)，所以

λ0 ∈ σ (Qθ)，即
σ (q1) ⋃ σ (q2) ⊂ σ (Q θ ) (37)

另一方面，若λ0 ∈ σ (Qθ)，设Z( x ) = ( z1 ( x ), z2 ( x ) ) T是对应的特征函数，即

z′′1 + (λ0 - q1cos2θ - q2sin2θ ) z1 + (q2 - q1)sinθcosθz2 = 0 (38)

z′′2 + (q2 - q1)sinθcosθz1 + (λ0 - q2cos2θ - q1sin2θ ) z2 = 0 (39)

可得

z′′1 + λ0 z1 - q1 z1 + (q1 - q2)sin2θ ( z1 - z2cotθ ) = 0 (40)

z′′2 + λ0 z2 - q2 z2 + (q2 - q1)sin2θ ( z2 + z1cotθ ) = 0 (41)

由式 (40)，令 z2 = z1 tanθ，则有 z′′1 + λ0 z1 - q1 z1 = 0，即 λ0 ∈ σ (q1)。由式 (41)，令 z1 = -z2 tanθ，则有 z′′2 +
λ0 z2 - q2 z2 = 0，即λ0 ∈ σ (q2)。因此

σ (Q θ ) ⊂ σ (q1) ⋃ σ (q2) (42)

由式(37)和(42)，可得式(33)成立。

设λ ∈ σ (q1) ⋂ σ (q2)，由式(33)可得λ在集合σ (Q θ )中是非单特征值。再由式(32)可得

∫
0

1
r ( x )dx = ∫

0

1
(q2 - q1)sinθcosθdx ≠ 0

由定理 2 知，当 Q ( x ) = Qθ ( x ) 时，二维向量 SL 问题 (5)~(7)只有有限个非单特征值。因此可得

σ (q1) ⋂ σ (q2)是有限集。

定理定理 4 设 q1 ( x )，q2 ( x )是定义在[0,1]上的两个实值连续函数，且式(32)成立，则σ (q1)和σ (q2)中二重特

征值的个数是有限个，且最大的二重特征值λn ≤ M 2
Q，其中MQ如定理1。

证明证明 假设λ在σ (q1)或者σ (q2)中是二重特征值，由式(33)可得，λ在σ (Q θ )中是非单特征值，由定理 2

的结论知二维向量SL问题(5)~(7)的非单特征值是有限个，所以σ (q1)和σ (q2)中的二重特征值的个数是有限

个。再由定理 1，若 λn > MQθ
，则λn在σ (Qθ)中是单特征值，则λn在σ (q1)或σ (q2)中最大的二重特征值λ N ≤

M 2
Qθ
。

3 结 论
研究具有周期边界条件的两个SL问题的交叉谱个数。由定理 1计算出二维向量SL问题的二重特征值

的一个上界，由定理 2得出二维 SL问题的大于该上界的特征值都是单特征值，且只有有限个非单特征值。

定理 3中构造了一个二维向量SL问题使得两个一维SL问题的谱集与该二维向量SL问题的谱集相同，利用

一维 SL问题与二维向量 SL问题谱集之间的关系，得出具有周期边界条件的两个一维 SL问题交叉谱（相同

特征值）的个数是有限个。由定理 4得出具有周期边界条件的一维 SL问题的二重特征值是有限个，及最大

二重特征值的上界估计。
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